Romboala
ULmen
Perein

Lecon 108: Exemptes de parties génératrices d'un
groupe. Applications.

I . Génerateuws ot un Sroupe

1. Dehnttions

Definition 1.1 Soiert G wn guoupe e¢¢ A G U poatie de G. T existe un pluw
pett oW - goupe H ge G coenautt A. On dit Qe H em.(:em—g‘oupe
enGenclaé pon A, o Que e Ef€ments de A zomi des %E'n&dfmu de H.

On néte H=<A).

Dsfinition 1.2 L'enche ol'un &&ment g de G gRaupR ot d&fini comme L' o1dre
du dowg - GROuUPR <g>.

2. Groupas monogene: et cycliques

Definifion 1.3 Cn clit qu'un guoupe G ea monogéne 3 'il exiske un Elé€ment g€ G
tel que G = <g>.
Si de pux G eat fini, @0 dit alew que G et cycligue.

Exemp.ﬂeo 1.4
s e oy (Z,+) @t monogine engendaE pox 1

- 23T,
o« Je qoupe (W, +) 2t cyclique engenclie paa e e

Theméme 1.5 Soit G un gaoupe monagene. A'il ext nfini, il @t dlow 1somaphe & (Z,+),
4 et fine o ewde n, il et glew iOmeple & (Zn,+).

Exempﬁg 1.

Un Goupe G o' aicie p paemiey et cycriqe engndr€ pan chacun e or Eemenks

Goundon toev 1)

non  Neuwher .

3. o - gacupe o' un_guoupe cyctique
beiemt 32 et G=<g> un Qupe cyclique d’ exdae n.

TRCETE S (e e Feupa: de G 2ot cycliq® el ovine ctivisoutt n.

Theéowme 1.8 Tl Joct chuisoua poatif ol de n, U exiske un UniQue soug - GO o’ exche
d de G. @m"%LCUPQ oot fe o cyclique H=<g>. (ot eqplement 1'engem-
ble ce 0w [k Elements de G o' erde divisont o et fo Sgﬂ&mll? de H Sont oW

Lt Tements o’ 20ke o de G

le acoultot paccédent ost en fit canectenstiqie der guoupas cycliquer:
Theoréme 1.9 Un guoupe commutadtif fini o @dien) 1 ext cydique &) €& -tajement
-5 poua pout cliviseux o de ny il exiske un mﬁm Sous - Qoupe a' e a.

Exemp@e 1.10

" _ T,
& soue - quouper de lUn=<52’ i

> tont f0 <(eliﬂ/n)n/d>= <eZiTT/d> = md

el o et un diviswn de n
Cocllaite 1.1 Rua tout ny 2, n = dZ_—_- ).
In
E-Le group symrvique

Théopéme 2.1 Teute poumutation 6 € 9p\ {id} 4o cfcompoie en prOcudt e cycler oetx
& deux disjeints. Cetre décompasition ett unique d | eche pas.

Lemme 2.2 Smit m ¢ L2in] Tout m-ctycde de §, 4’ &t comme pacoluit ok -1 frans -
peuitiong.



Cowlioite 2.3 Seit n 3 2, L guupe 3, et engenchie pa :
i Jfes TransposTTions
iy Pee n-4 nanspostions (1 k) ke€r2.nd
i) fee n-1 'Tranngsin‘@m (K k+1) k € O, n-1 1

tv) (2 2) & (2 2 ... n)

Exempﬁez,u
Smg_,123L¢5§Z§)=(12345‘)(6¥)
- s %

Oh oo allew
&= 112)(23)3 W)y 5)6 F)
=1212) 030020 3D W L3)ipUs)uynue)HU G)

= (13T EHU3U A5 EIUe) 13 (16)

=

. «® S
Fﬁcpog,-ﬁqn 2.5 Il exisk _un um‘.gue_ mmp_mmne 5 — c non rivial.

Definition 2.6 On appells ¢ meypbueme [o Lignotuae ¢t gn fe note &.
On déa'n'mt Le Feup abicrng 4, comme e noyow de §.

Tropowition 2.7 Le @uoupe oAn eox enQenchie pos [ 3 - cycles.

TRopexition 2.8 Posn=3 ax ny 5, & QLR A, et ’“mfﬂi'

AFPm'ccmon 2.9 Ag ot L um;c'\ue oupe ,m‘mP.Qe d’achie €0 & ;zom SIS
P:I‘s.

1T - En o_Lgéb:Le Lincadie
1. le quoupe ingoiw

On conmidére K un tape (commutainf) et E un 1K -2space uechocel ds EimeEts B

Définition 3.7 On désigne poe. martices elémentaiies ok A (1) Ber matricer Luivanter.

0 fa matricer e dilatation D, (A) = I, + (A-1)E;; awc i € Cund, 26 K

(i) fee madricer de Transvection T,J (2) = I,+2 E,-,j ) i¢j €Inl, Y& n*

(i) fer matvics de prmictaction P-;j = I, - (Eyu+Ey)+ (BEyt Eji) | i#j€Dund

Propostion 3.2 On o L covemondancw suivanks ouee _es oparodtions  elEmentaiwg -

opfration. _D;uaxﬁ,_} Tgldih | Bk LSO | AGY | AR
AGultat L «— Al LimLi+2L1 Li o LG 1 €4 o= 26, [Gem el | Gl g
8
.
Théoméme 3.3 Le goupe  Gln (K) et engencie pon fes Tlansvections €@ Dev chi- %
Aotutions, tandis ope g, Foups Sk, UK eet engencda pan fes transueckons a

v

(wollaiie 3.4 lex epacer Gl (K) et $L, (K) Lont Connexer o aacy.
Définitien 3.5 Qait ¥ une a:mme Lingalie non nulle de £. on appalie
* Pansvection o’ hypmplan. Kea P Xx€EE o X PIIA olag her

o dilatation o’ hypmplau Hergp, v 2€E r— x+@2ub ol be E\ker p

Theméme 3.6 Le qrape GLIE) ext enGENANE o8 QX Transvedtions e leo aiiaramon:,
tandis Que SLIE) et engenchte pmy Ler transiecHons,

2. Le caoupe erthogonal

Cn consddére E _un epace euclicien de dimeneiau finic n.

Définition 3.7 ©n QFFQLLQ Xion  uhe xym&ﬂ'{ mgm ?ﬂ&\. W a un hyPﬂ,\_
plan, et aetovanement une AYmETTic ethogale P Agpet @ ue chsike

Théaéme 38 Le Quoupe O(E) ext ensend:l:“:’:a; Lo aéa;lzxiom, Plus precisement, o
K€ OE), ot fe frodit de Py = aglu—idg) a?d:_rgxcw.

Theoeme 39 Le SR SO(E) P ny 3, et engenchiE pos Leo Actousnements .
P précisement, w € SO(E) ast+ Paoclut o'au pliw n aetouanemacts.

7 swaddoenap

lemme 3.10 % n2>» 3, pown 15,7, aeflexions | 1| exiske &6, Actaanements tels Que

T4 Tz_ = 5161. w/j




